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Інтерполяція функціоналів інтегральними ланцюговими С-дробами
Представлено академіком НАН України В.Л. Макаровим
Досліджено задачу інтерполяції функціонала інтегральним ланцюговим С-дробом, коли відомі його значення 
на континуальній множині вузлів. Знайдено необхідні та достатні умови її розв’язності. У частковому ви-
падку такий інтегральний ланцюговий дріб містить у собі інтерполяційний ланцюговий С-дріб, що викорис-
товується для наближення функцій однієї змінної.
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Узагальненням теорії інтерполяції функцій дійсної (комплексної) змінної на функціонали 
та оператори в абстрактних просторах присвячено велику кількість робіт, зокрема [1, 2]. 
Ланцюгові дроби [3] та гіллясті ланцюгові дроби, які ввів у розгляд В.Я. Скоробогатько [4], 
були узагальнені інтегральними ланцюговими дробами, запропонованими М.С. Сявавком 
[5]. Інтерполяція інтегральними ланцюговими дробами (ІЛД) була вперше розглянута в 
роботі [6], подальші розширення та узагальнення результатів цієї роботи містяться у статті 
[7]. Ще один клас інтерполяційних інтегральних ланцюгових дробів (ІІЛД) досліджено в 
роботі [8]. Цей клас відрізняється від ІЛД, які вивчалися в попередніх роботах, тим, що 
n-й поверх дробів містить не однократний, а n-кратний інтеграл. Інтерполяційні інтегральні 
операторні ланцюгові дроби в банахових просторах досліджувалися у статті [9]. Природним 
узагальненням класичного ланцюгового дробу Тіле є ІІЛД типу Тіле, який розглянуто в на-
укових працях [10—12].
Метою даної роботи є інтерполяція функціонала, заданого на множині континуальних 
вузлів, інтегральними ланцюговими С-дробами. У частковому випадку такий ІЛД містить у 
собі інтерполяційний ланцюговий С-дріб (C-ІЛД), тому він є узагальненням одного з типів 
ланцюгових дробів, що використовуються для інтерполяції функцій [13].
Постановка задачі. Нехай функції ( ), ( ) C[0, 1], 0,ix z x z i n∈ = , де ( ) ( )i jx z x z≠ , є 
фіксованими елементами з C[0, 1], F( ( ))x ⋅  — деякий функціонал, визначений у просторі 
кус ко во-неперервних функцій [0, 1]Q . Утворимо континуальні вузли
0
0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ), , ,), 1
i
ix z x z x z x z H z x z x z i n= ξ = + −ξ − = ,  (1)
де 0 1, ( )Hξ ⋅   — функція Гевісайда.
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Нехай 0, , ,, 1,i ib a b i n=  — це числа, функції, оператори, функціонали тощо. Скінчен-
ний ланцюговий дріб [3]
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будемо коротко записувати так:
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Нехай ⊂ R   є компакт, { , , , , }: 0i i i jR x x x x i j n∈= ≠ =R  і функція C( )f ∈ R  ви-
значена своїми значеннями в точках множини R , ( ), 0,i iy f x i n= = . За множиною зна-
чень { }iy  функцію f  можна інтерполювати різними способами, наприклад, многочленами, 
сплайнами, ланцюговими дробами. В монографії [14] досліджувалася задача інтерполюван-
ня функцій С-ІЛД
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коефіцієнти якого визначаються через інтерполяційні вузли R  і множину значень функції 
{ }iy  за допомогою рекурентного співвідношення у вигляді скінченного ланцюгового дробу
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Якщо всі інтерполяційні вузли , 0, ,ix i n=  прямують до одного й того ж значення *x ∈R , 
то С-ІЛД (2) перетворюється на правильний ланцюговий С-дріб, відповідний степеневому 
ряду, в який була розвинута функція f  в околі точки *x .
Розглянемо множину ІЛД вигляду
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де 0 1, , ,( () )na a z a z…  — деякі ядра.
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Сформулюємо інтерполяційну задачу: в множині ІЛД (4) знайти такий ланцюговий 
дріб, який на континуальних вузлах (1) задовольняє інтерполяційні умови
0 0( ( )) ( ), , ( ( ,( ) ()) , , , 1, ,( ) 0) [ ,1]
i i
n nF x Q x F x Q x i n⋅ = ⋅ ξ ⋅ ξ = ⋅ ξ ξ = ∀ξ∈    (5)
і який, як частковий випадок, містить у собі С-ІЛД (2). Такий ІЛД назвемо інтегральним 
інтерполяційним ланцюговим С-дробом (С-ІІЛД).
Інтерполяція функціоналів інтегральним інтерполяційним ланцюговим С-дробом. 
Визначимо ядра 0 1, , ,( () )na a z a z…  з умови, що С-ІІЛД (4) задовольняє (5). Зауважимо, що 
з (4), (5) безпосередньо можна одержати вираз
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Теорема 1. Нехай функціонал ( ( ))F x ⋅  диференційований за Гато ( 1)n −  разів і нижчена-
ведені формули мають сенс. Для того щоб С-ІІЛД (4) задовольняв інтерполяційні умови (5), 
необхідно, щоб його ядра визначалися за формулами
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Доведення. Для 0,1k =  формули є очевидними. Для k m=  із (5), (6) отримуємо
1 1
1
1 1 1 0 1 1 2 2 2 2 2
0 0
0
( )[ , ( )] ( )[ , , ]
( ( , ))
( ) ( ) (
1 1
)m m
m
a z x z x z dz a z x z x z dz
F x a
ξ − ξ − ξ
⋅ ξ = +
+ + +
∫ ∫

1 1
2 1
1 1 1 1 1
0 0
( )[ ,( ) ( , ] ( )[ , , ]) ( ) ( )
.
1 1
m m m m
m m m m m m m m m ma z x z x z dz a z x z x z dz
− −
− − − − −
ξ − ξ ξ − ξ
+ +
∫ ∫
15ISSN 1025-6415. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2018. № 3
Інтерполяція функціоналів інтегральними ланцюговими С-дробами
Послідовно обертаючи ланцюговий дріб, одержимо
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Диференціюючи за змінною ξ  обидві частини цього співвідношення, приходимо до форму-
ли (7).
Теорема 2. Нехай
1
0
( ( )) ( )F x f x t dt
⎛ ⎞⎜ ⎟⋅ = ⎜ ⎟⎝ ⎠∫    (8)
і ядра С-ІІЛД (4) визначаються за формулами (7). Для того щоб С-ІІЛД задовольняв інтер-
поляційні умови (5), достатньо, щоб функція
( 1)( ) ( , )nf s C −∈ −∞ +∞ .
Доведення. Нехай ядра визначаються за формулами (7). Для 0,1k =  із (6) безпосеред-
ньо випливає, що 0 0( ( ), ) ( ( )),nQ x F xξ =⋅ ⋅   1 1( ( ) ) ( ( , )), ,nQ x F x⋅ ξ = ⋅ξ ξ [0, 1]∀ξ∈ . Для k = 2 із (6) 
отримаємо
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Підставимо значення ядра a2(z2) і знайдемо знаменник дробу:
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Застосовуючи правило Лопіталя і враховуючи (7), (8), одержуємо
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Підставимо знайдене значення границі 2 2 2[ , ]K z x  у вираз для P2, який у подальшому під-
ставимо в (9). У результаті одержимо 2 2( ( , ), ) ( ( , ))nQ x F x⋅ ⋅ξ ξ = ξ . Нехай k = 3. Із (6) отриму-
ємо співвідношення
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Підставимо значення ядра a3(z3) і обчислимо значення останнього знаменника:
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Застосовуючи правило Лопіталя, з урахуванням (10), одержуємо
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Використавши (8) та теорему Лагранжа про скінченні прирости, отримаємо
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У загальному випадку для k = m із (6) маємо
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Знайдемо значення знаменника
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Для цього підставимо в нього значення am(zm) з формули (7). Тоді
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Аналогічно доводимо, що
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Підставивши знайдене значення Pm в (11), отримаємо бажаний результат, а саме 
( ( , ), ) ( ( , ))n
m mQ x F x⋅ ⋅ξ ξ = ξ . У загальному випадку вказане твердження можна довести за 
тією ж схемою, що й для випадку k = 2, 3, але через громіздкість викладок повне доведення 
не наводитимемо.
Зауваження. Умова (8) із формулювання теореми 2 може бути змінена на більш за-
гальну, якщо використати результати робіт [14, 15].
Теорема 3.  Нехай виконуються умови теореми 2 і 0, ( ) , ,( )i ix z x x z xξ = ≡ ≡  , .0i n=  
Тоді С-ІІЛД (4) буде збігатися з С-ІЛД (2).
Доведення. Враховуючи умови теореми 3, ланцюговий дріб (4) запишемо у вигляді
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З інтерполяційної умови (5) одержимо
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За індукцією покажемо, що для 3,m n=  має місце формула
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Для m = 1, 2 формула (13) є вірною. Зробимо припущення, що вона виконується для m =
1, 1.k= −  Тоді для m = k ланцюговий дріб (12) може бути записаний у вигляді
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Обертаючи ланцюговий дріб (14), отримаємо
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За своєю формою права частина формули (15) збігається з точністю до позначень із 
правою частиною формули (3), і, крім того, початкові умови є однаковими. Отже, формула 
(13) збігається з формулою (3).
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ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ФУНКЦИОНАЛОВ ИНТЕГРАЛЬНЫМИ ЦЕПНЫМИ С-ДРОБЯМИ
Исследована задача интерполяции функционала интегральной цепной С-дробью, когда известны её зна-
чения на континуальном множестве узлов. Найдены необходимые и достаточные условия её разрешимос-
ти. В частном случае такая интегральная цепная дробь содержит в себе интерполяционную цепную 
С-дробь, которая используется для приближения функций одной переменной. 
Ключевые слова: континуальные узлы, интегральные цепные С-дроби, интерполяция функционалов.
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INTERPOLATION OF FUNCTIONALS BY INTEGRAL CONTINUED C-FRACTIONS
The problem of interpolation of a functional by an integral continued C-fraction if its value is known on the set 
of continual nodes is studied. The necessary and sufficient conditions for its solvability are found. In the partial 
case, such an integral continued fraction contains an interpolation continued C-fraction, which is used to 
approximate the functions of one variable.
Keywords: continual nodes, integral continued C-fraction, interpolation of a functional.
